Analyse complexe

L3 MAF

2015-2016






Chapitre 1

Définition et caractérisation.

Dans ce chapitre nous considérons des fonctions définies sur un ouvert U de C a valeurs
dans C.

1.1 Rappel sur les nombres complexes

1.2 Définition

Définition—=Soit €2 C C une partie ouverte du plan complexe et f :  — C une fonction
complexe. On dit que f est holomorphe si f est C-dérivable en tout point, c’est-a-dire si

la limite

heC*, h—0 h

existe en tout point z € €.
Conformément a l'usage courant, l’ensemble des fonctions holomorphes sur 2 sera
noté O(2). Si f € O(R), la dérivée de f sera notée indifféremment

d,
=2

Comme l'existence d'une dérivée implique automatiquement la continuité, on a O(£2) C
C°(Q), ot C°(Q2) désigne I'espace des fonctions continues 2 — C.

Propriétés élémentaires. Soit 2 C C un ouvert et f, g € O(2). Alors
21.1) Y\ ueC, Af +puge OK) et (Af +pg) =N+ png.
(2.1.2) fg e OQ) et (fg)' = flg+ g

f 1 N fla—fd
(213) - € O™ (0)) et <E) =~

est contenu dans un ouvert 2 et si h € O(§Y'), alors ho f € O(Q)

(2.1.4) Si f(Q)
) f'.

et (ho f) = (ko
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(2.1.5) Si f' =0, alors f est constante sur chaque composante connexe de (2.

Démonstration. La démonstration de ces propriétés est presque entierement analogue a
celle des propriétés correspondantes pour les fonctions réelles d’une variable réelle, nous
omettrons donc les détails. En ce qui concerne (2.1.5), on peut supposer ) connexe.
Alors deux points quelconques de €2 peuvent étre joints par un chemin polygonal tracé
dans Q, et il suffit donc de montrer que f(a) = f(b) pour tout segment [a,b] C Q. Or
ceci résulte du fait que la fonction de variable réelle p(t) = f(a +t(b— a)) a une dérivée
o' (t) = (b—a)f'(a+t(b— a)) nulle pour tout ¢t € [0, 1]. O

Il résulte en particulier des propriétés (2.1.2), (2.1.3) que l'ensemble des fonctions
holomorphes (O(£2), +, X, -) a une structure de C-algebre pour les lois usuelles d’addition,
de multiplication et de produit d’une fonction par un scalaire complexe.

Fonctions entieres. On appelle fonctions entiéres les fonctions qui sont holomorphes sur
C tout entier, c’est-a-dire les fonctions de O(C).

Exemples. Les fonctions polynoémes P(z) = ag+ a1z + - - -+ a, 2™ définissent des fonctions
holomorphes sur C tout entier.

Contre-exemples. Il n’est pas tres difficile de trouver des exemples de fonctions non holo-

morphes, on peut méme en donner qui soient indéfiniment différentiables au sens réel.

Ainsi la fonction f(z) = Z n’admet nulle part de dérivée complexe, puisque la limite
f(z+h)— f(2) . h

lim = lim -—
C*3h—0 h C*>h—0 h

n’existe pas (si on pose h = pe'?, alors h/h = e /e = ¢7%¢ admet des limites différentes
suivant chacune des demi-droites issues de 'origine). On vérifiera de méme que la fonction
f(z) = |2]* n’admet pas de dérivée complexe, sauf au point z = 0 en lequel la dérivée est
nulle.

1.3 2.2. Rappels sur la notion de différentiabilité

Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K = R ou C.
Etant donné un ouvert  dans E, rappelons qu’'une application f:Q — F est dite
K-différentiable en un point = € Q) s’il existe une application K-linéaire ¢ € L (FE, F) et
une fonction ¢ définie sur un voisinage V' de l'origine dans F, telles que pour h dans V'
on ait

(2.2.1) f(@+h) = f(x) + ((h) + [[h]le(h),

avec limy,_,oe(h) = 0 (]| || désigne ici une norme quelconque sur F ; par ailleurs, I'adjectif
différentiable utilisé seul fera toujours référence a la R-différentiabilité, si le corps de base
n’est pas précisé). L’application linéaire ¢ s’appelle différentielle de f au point x et elle
est notée ¢ = df,. Rappelons par ailleurs les conventions de notations usuelles concernant
les O et o, dites conventions de Landau: si h — n(h) est une fonction arbitraire, on écrit

n(h) = O(|[A]]") <= 3C >0, |In(h)[| < C[[A]]",
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a(h) = ol[h]F) = 3. lme(h)=0 et (k)] < (k) [A]".
La formule (2.2.1) peut alors se récrire sous la forme

(2.2.2) f(@+h) = f(x) + dfe(h) + o([[n]]).

Si f est différentiable sur Q, on note df : Q — Lg(E,F), x — df,, Papplication
différentielle de f. Etant donné une base (e1,...,e,) de E et h = 37, hje; € E,
une application linéaire ¢ € Lk (F, F') s’exprime de maniére unique sous la forme

(223) g(h) = Z hjUj, UV S F,
1<j<n
avec des vecteurs v; = {(e;) quelconques. En particulier, la différentielle df s’écrit
of
(2.2.4) dfe(h) = > higo  Vh= > hje;,
1<j<n J

oudf/0x; = df,(e;) € F est la dérivée partielle de f dans la direction e;. Si f est linéaire,
il est clair que f admet une différentielle en tout point et que sa différentielle coincide
avec f. Les fonctions coordonnées x;, vues comme des fonctions £ — K, admettent
elles-mémes des différentielles dx; telles que dx;(h) = h;. L’identité (2.2.3) devient alors

(225) (= Z dej *U; = Z dl’j . 6(6]’)

1<j<n 1<j<n

et, en particulier, (dzy,...,dz,) est une base du K-espace vectoriel Lx(FE,K). Ceci nous
permet d’exprimer la différentielle df sous la forme plus familiere

(2.2.6) df = ) %dm,

—~ O
1<j<n

1.4 Fonctions holomorphes

1.4.1 Définition

Soit U C C un ouvert. f: U — C est holomorphe si f est C dérivables en tout point de
U. Elles forment une algebre.

1.4.2 Conditions de Cauchy Rieman

On note f(z+iy) = u(x,y)+iv(z,y) ou u correspond a la partie réelle de f et v a la partie
imaginaire. Alors f est holomorphe si et seulement si (z,y) — (u,v) est différentiable et

0 0 0 0
a—z = 8_Z’ a—Z = _8_:: équations de Cauchy Rieman.
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1.5 Fonctions analytiques et Séries entieres

1.5.1 Définition

Une fonction f : U — C est analytique si en tout point zg € U il existe r > 0 tel
que D(zp,7) C U et f est développable en série entiere sur D(zp, ). c’est-a-dire f(z) =
f(z0) + 07, an(z — 2p)" converge pour tout z €D(zg, ).

1.5.2 Rayon de convergence

Théoreme de Hadamard.

1.5.3 Propriétés

Somme et produit de séries entieres. Théoreme de dérivation et de primitivation d’une
série entiere.

Exemples. Nous avons donc que les sommes de séries entieres définissent des fonctions
holomorphes sur leur disque ouvert de convergence.

1.5.4 Fonctions spéciales
Fonction exponentielle

Définition de la fonction exponentielle complexe de rayon de convergence infini, de dérivée
exp. Formule exp(u + v) = exp(u) exp(v). Définition de cosh z, sinh z; cos z, sin z.

Fonction Logarithme

On donne une détermination du logarithme (fonction reciproque de exp) dans Q, =
C\ (¢"R_) par Log,(z) = In|z| + iarg,(z) ou arg, est la détermination de argument
comprise dans |t — 7, t + 7[. La détermination est dite principale si ¢ = 0 et noté Log. La
fonction Log est holomorphe et de dérivée 1/z.

Fonction puissance

On définit 2* par exp(aLog,z) dans 2.

1.5.5 Autres exemples

Ainsi les fonctions exp, cos, sin, ch, sh définissent des fonctions holomorphes sur C tout
entier (i.e. des fonctions entieres). On a par ailleurs

sin COS
tg = € O(C(n/2 + 7Z)), cotg ZEEO(CWZ),
th = % € O(C(ir/2 +irZ)),  coth = % € O(CirZ),
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et de méme les déterminations logy et z +— 2% du logarithme et des fonctions puissances
sont holomorphes sur g, .

1.5.6 Théoremes de prolongement analytique et zéros isolés
Théoreme de prolongement analytique :

Soit U un ouvert connexe, f analytique de U dans C , z5 € U. On a équivalence entre :
e f est nulle sur D(z,)
° f(”)(zo) = 0 pour tout n > 0

o f=0surU.



